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Proprieta dei segnali determinati

Energia, potenza e valor medio di un segnale

Segnali tempo continui
E, 2 lim lz (t)|* dt
PN 2
P2 lim —/ @ (0|2 dt
IR
Ty = lim — x(t)dt
Segnali tempo discreti
N
L 1; 2
B2 i Y [of

N
1
P 2
P = N Z_N‘x[n]

N
A

Ty —

Sviluppo in serie di Fourier
Definizione

1
Un segnale x(t) periodico, di periodo Ty = o é sviluppabile in serie di Fourier. Le possibili

0
espressioni per la serie di Fourier sono:

Forma reale polare

+oo
x(t) = Ag + 2 Z Ay, cos (27k fot + V)

k=1
Forma esponenziale o complessa 2

1

400
— Z XkejQTrk:fot con sz—/ (t) o—d2mkfot g ¢
To Jimy)

k=—o00

2 Tale sviluppo vale anche se il segnale x(¢) ¢ complesso
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Forma reale rettangolare

+oo

x(t) = ag + 2 Z lag, cos (27k fot) — by sin (27k fot)]

k=1

Relazioni tra i coefficenti di Fourier
ag = Ao = X valor medio del segnale
Xy = Age?’t  X_j = Age I
eI eI Xy 4+ Xy,

ap — Ak COS 19]<; = Ak 5 B = %{Xk}
Ik _ =ik X, — X_
bk:Aksinﬁk:Ake 2]€ = i 2] i :\S{Xk}
. X+ X_ X — X_
ay, + jby, = = i .¢
2 279
2 2 bk
A =\/a; + b ¥, = arctan | —
ay
Proprieta

e Linearita

x(t) e y(t) sono due segnali periodici di periodo Ty aventi coefficenti di Fourier rispetti-
vamente X e Y, allora si ha:

z(t) =ax(t)+by(t) = Zr=aXp+bY}

e Simmetrie degli spettri

. | Xk = |X &l
X=X <« con x(t) reale
LXy =—2LX_

e Segnali pari e dispari

Ty

2 (=2
x(t) reale e pari = X; = ZT/ x (t) cos (2mk fot) d t
0Jo
Ty
. . 2] [=2
x(t) reale e dispari = X = 7 x (t)sin (27k fot) d t
0Jo
Si nota immediatamente che nel caso in cui z(t) sia reale e pari allora risulta X, =X,
inoltre tali coefficenti sono reali. Se z(t) ¢ reale e dispari allora si ha X, =—X_; e tali

coefficenti risultano immaginari puri.

e Traslazione nel tempo

x(t — to) 3 X, - e 2 foto
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e Derivazione

_dzi“ 2 jarkfo - X,

e Segnale alternativo

Tt
x(t) periodico, di periodo Ty, é alternativo se risulta = | ¢t + ?0 =—x(t). Per tale segnale

il coefficente X, della serie di Fourier é nullo per tutti i valori pari dell’indice k. Infatti
vale la formula semplificata:

1— (1) % .
Xy = L/ x(t) e I2 ot gy
TO 0

Sviluppi in serie di Fourier notevoli

® COoseno

k= +1
k# +1

o N e

x(t) = a cos (2mfot) = Xk:{
e onda quadra

x(t)

Nel caso in cui z(t) é l'onda
quadra (dispari) rappresentata in
a figura allora i coefficenti X} del
suo sviluppo in serie di Fourier
sono dati da:

2a . .
~T, _% 0 % Ty t X, — jﬂ'_kf k dispari

0 k pari

Per I'onda triangolare rappresen-
tata in figura, i coefficenti del-
lo sviluppo in serie di Fourier
risultano pari a:

k dispari
X, =4 (kr)?

0 k pari
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e treno di impulsi ?

2(t) Nel caso in cui z(t) ¢ il treno
di impulsi rappresentato in figu-
a ra allora i coefficenti X}, sono dati
da:
<1 > T T
Xy =a—sinc| k—
T ( TU>
_ ‘ : : ‘ t )
To —% 0 % To Il rapporto % viene detto duty-
cycle o duty-factor.

Trasformata continua di Fourier
Definizione

Un segnale x(t) puo essere visto come la sovrapposizione di componenti sinusoidali di ampiezza
infinitesima e di frequenza variabile con continuita su tutto 'asse reale. Le due equazioni
relative alla rappresentazione del segnale aperiodico sono:

+oo “+o0o
0= [ X(f)erta g X(f) = / () eIt

—00 —00

Proprieta

e Simmetrie degli spettri
R{X(f
S{X(N) = -S{X(-

=
I

=

——

=
|

; con x(t) reale

X(f)=X"(=f) < {
e Segnali pari e dispari

x(t) reale e pari = X (f)= 2/+Oox(t) cos (2w ft) dt
0

x (t) reale e dispari = X (f)=-2j /+Oox (t)sin (27 ft) dt
0

Nel caso in cui z(t) sia reale e pari allora X (f) é anch’essa reale e pari; mentre, se x(t) &
reale e dispari allora X (f) ¢ immaginaria pura e dispari.

3 La funzione sinc(-) ¢ definita nel modo seguente:

sin(7rt)

=40
T
sinc(t) £

1 t=0
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e Linearita
x(t) =ax(t)+bxza(t) =  X(f)=aXi(f)+0Xa(f)
e Dualita
() S X(f) = Xt Da(-f)
e Traslazione nel tempo
Flo(t—to)} =X (e  con X (f)=F{a(t)}
e Traslazione in frequenza
F{x(t) e} =X (f—fo)  con X (f)=F{z(1)}

e Cambiamento di scala

ff{x(at)}:ix(g) (@#0) con  X(J) = Fa(t))

||
e Trasformata di un segnale coniugato
FE)}=X(=f) con  X(f)=F{z(t)}

e Teorema della modulazione

F{a(t) - cos (27 fol)} = X(f_f(J);X(f*fO) con  X(f) = F{z(t)}

e Teoremi di derivazione e integrazione

rf{dd—f?} —jrfX(f)  con  X(f) = F{a(t)}
?_l{d;(—j(cf)} = —j2ntx(t) con X(f)=F{z(t)}
?{/_wx(T)dT} = 5(2(7:;2 + @X(O) con X(f)=F{z(t)}

il secondo termine aggiuntivo ci vuole quando il segnale z(¢) non sottende area nulla, cioé

quando X (0) # 0.
e Teorema del prodotto *
FHa@) -y(t)} = X(f) «Y(f)
e Teorema della convoluzione

Ha(t) xy()} = X(f) - Y (f)

4 L asterisco indica 1'operazione di convoluzione, definita nel modo seguente:

+oo
() % (t) = / () b(t —7)dr

tale operazione gode della proprieta commutativa.
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Trasformate di Fourier generalizzate

e Proprieta della § di Dirac

400 +o0
/_ 2(t)5(t) dt = 2(0) /_ 2(1)5(t — to) dt = 2(to)

(e e}

() % 0t — to) = /_ T (= to— Py dT = 2t — 1)
z(t) 6(t —to) = x(to) 6(t — to)
Sat) = ﬁé(t)

e altre proprieta
Fo)}r =1 F{1} =4(/)
1 1
S3(h)
T {0~ 81 — fo)

U() = F(u(®)) = 5 +

FLo(t — t)} = e~92nlto

Trasformata continua di un segnale periodico

F{cos(2m fot)} = o(f — fo) ‘2F S(f + fo)

0(f = fo) = 0(f = fo)
2j

F{sin(27 fot)} =

F{cos(2m fot + )} = %5(f — fo)e’¥ + %5(f + fo) e ¥

+00 +o0
z(t) = Z Xped2mhht = X (f) = Z X0 (f —kfo) con fo= Tio
k=—oc0 k=—oc0

Xy = fO?{xTO(t)}‘fka

Quest’ultima formula consente di calcolare i coefficenti dello sviluppo in serie di Fourier di
un segnale x(t) periodico a partire dalla trasformata di Fourier del segnale x7,(t) ottenuto

troncando z(t) in un periodo Tp.
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Trasformate di Fourier notevoli

e impulso rettangolare’®
t
x(t) = rect (T) = X(f) =Tsinc(fT)

e seno circolare

x(t):sinc(%) —  X(f) = Trect(fT)

x(t) = Sinc2(%> = X(f)=T (1—-|f|T) rect(fTT)
e impulso triangolare

z(t) = (1 - %) rect(%) = X(f) =Tsinc?(fT)

e impulso cosinusoidale

t t
x(t) = cos| 2r— | - rect| = = X =2——=
) ( 2T> (T) =2 (2/T)*
e impulso cosinusoidale quadrato

x(t) = cos2<27r%> -rect(%> = X(f)= %%

e pettine (treno di impulsi di Dirac)

o= 3 de-nt) = X=X po(r- )

n=-—o00 =—00

e funzione segno

: 1 set>0 . 1
sign(t) = { 1 set<n = F{sign(t)} = m
e gradino unitario
) 1 set=0 1 1
u(t)—{ 0 set<O = U<f)—j27rf+§5(f>
®La funzione impulso rettangolare rect(t) ¢ definita nella maniera seguente:
1 Jt<1/2
rect(t) =< 1/2  £1/2

0 altrove
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e esponenziale unilatero

zt)=e VT ut) = X(f)
e segnale

x(t) :te’t/T‘u(t) = X(f)=

e sinusoide smorzata

£(t) = e~/ sin (%Ti) u(t) = X(f) =

e segnale gaussiano
x(t) = e/(27%) o X(f)=Tv 2me 2 IT)’

e esponenziale bilatero

z(t) =ae T = X(f)=2a

e coseno rettificato

T
Il segnale coseno rettificato y(t)=|cos (27 fot)| € periodico di periodo ?0, con

1
Ty = —; tale segnale pud essere visto come la ripetizione del segnale base

fo
x(t)=cos (27 fyt) - rect (

t
—— |, allora, per la prima formula di Poisson, si ha:
To/2

2
Y= =X

2 (%) _sine(k +1/2) + sinc(k — 1/2)

Ty 2
e ripetizione®

St{reptT (y(t))} = F comb, (Y(f)) con F:% e Y(f)=F{y)}

6 L’operatore ripetizione é definito nella seguente maniera, :

+oo

reptTO(x(t)) = Z z(t — nTy)

n=—oo
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e avendo posto:

—+00

come<Y(f)) 2 N Y(kF)§(f — kF)

k=—o00

Vale anche la formula duale:
?{CombT <y(t)> } = Frept, (Y(f))

Periodicizzazione e formule di somma di Poisson
Dato il segnale aperiodico z(t), costruiamo il segnale y(t) periodico di periodo Tp:

—+00

y(t) = Z x (t —nTp)

n=—0o0

Tale segnale é sviluppabile in serie di Fourier, cioé si ha:

+oo
y(t) =D Vet

k=—00

La prima formula di somma di Poisson ci da il legame tra Y} e la trasformata X (f) del segnale
aperiodico z(t)

B =1 k ok Lt
x(t—nTh) = — X[ =)0
> at-nt= Y 7 X(1)

n=—oo k=—00

La seconda formula di somma di Poisson é:

o2 omngr 1 e k
nz_:ooa:(nT)e J = ?k;OOX(f—T)

Alcuni integrali notevoli

—at —at —at
/th_"‘tdt:tQB Y VRS, B,
(—a) (—a)
—at —at
tetdt =t~ —
(—) ()
tsin(at) N Cos(;yt)

5 +C

tcos(at)dt = +C

0% (e

+C

t)  sin(at
tsin(at) dt = _peostat) o Sm(? )
(0% Q

s e 1 sin(0t) + (=a) cos(ft)| +C

e~ cos(fBt)dt = m 3 7

— — — —



62
32+ (—a)’

1

T2 [oz +
sin(/5t)
T +
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— COS

|5

sin(a + B)t +

/ e sin(Bt)dt =

/cos(at) cos(ft) dt
1

o

2045

/0082(at) cos(ft)dt = 1

Energia e potenza di segnali notevoli
2

x(t)=acos 2rfot +¢) = P,= %
a2
x(t)=asin2rfot + ) = P,= o)
r(t)=v = P,=u]
2
z(t)=ae T u(t) = E,=—T
t(t)=ae W = E, =dT

Sistemi monodimensionali a temp

Definizione

Un sistema viene visto come funzionale dell’ingresso,

y(t) = 7 [z(a) ;1]

oppure, se non ci sono ambiguita

y(t) =7 [x(t)]

Proprieta
e Stazionarieta

Se yt)=r71lz(t)] =

causalita

y(t) = 7lr(a), a < 4]

oppure

memoria

Un sistema € senza memoria se
y(t) =7z(a),a =t;t]
stabilita
(1) < M

K

= <

ol

linearita

Tlawy(t) + Ba2(t)] = ay(t) + Bya(t)

(Bt) +

«

10

(—a)
32

sin(a — 5)4 +C

sin(ﬁt)} +C

1
—p
(2a+ B)t +

! 5 sin(2a — ﬁ)t} +C

200 —

0 continuo

cioé

7 [2(t = to)] = y(t = to)

y(t) = 7[z(a) - u(t — a) ;]

con M, K < +oo

con yi(t) =7 [21(t)] e y2(t) = 7 [22(1)]
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Caratterizzazione e analisi dei sistemi LTI
Risposta impulsiva
h(t) £ 7[6(t)]
+oo
y(t) =T1z(t)] = / h(t —a)da con z(t) arbitrario

[e.9]

SLS causale < h(t) = h(t) - u(t)

+o0o
SLS stabile < / |h(t)| dt < 400

Risposta in frequenza

La risposta in frequenza la possiamo calcolare cosi:

(y(t)

x(t) m(
H(f) = Y (f)

(f)
( F{h(t)}

t)_ j27 ft

H(f) =|H(f)| <D

dove |H(f)| é la risposta in ampiezza e ZH(f) é la risposta in fase.

Il decibel

|H(f)|”
(H(fo)]?

dove fy é una frequenza di riferimento, di solito quella per cui si ha:

[H(fo)] = max|H (/)]

|H(f)|dB £ 10lo 10

Sistemi in cascata e in parallelo

e cascata
h(t) = hi(t) * ho(t) = H(f) = Hi(f) - Ha(f)
e parallelo

h(t) =hi(t) + ha(t) = H(f)=Hi(f)+ Ha(f)

11
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Filtri
Filtri ideali

e filtro passa basso (low-pass)

HLP(f):rect(%> & hpp(t) = 2Bsinc(2Bt)

e filtro passa alto (hi-pass)

Hyp(f) =1 —rect (%) & hyp(t) =0(t) — 2Bsinc(2Bt)

e filtro passa banda (band-pass)

Hyp(f) = rect(f _Bf0> —i—rect<f v;fo) & hpp(t) = 2Bsinc(Bt) - cos (27 fot)

con
fo= Ju —2|_ Jo frequenza centrale
B=fy—f banda
Q= fo fattore di qualit&

B
e filtro elimina banda (band-reject)

Hpn(f)=1—Hyp(f) < hga(t) =06(t) — 2Bsinc(Bt) - cos (27 fot)

Bande convenzionali

e Banda a -3 dB

max | X (f)] 2
T (X (Bs)|” _ L

Teoremi banda-durata

x(t) durata limitata = X(f) banda illimitata
X(f) banda limitata = z(t) durata illimitata

Densita spettrale di energia e potenza

Segnali di energia
Teorema di Parseval

Sia x(t) un segnale ad energia finita, allora si ha:

Bo= [ worrac= [T xR

o0 [e.o]
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Correlazione

Dati due segnali di energia z(t) e y(t), la loro correlazione é definita nel modo seguente:
+o0o

Ray(7) = 2(7) @ y(7) = / ot + 1) g(t) it

—0o
se x(t) = y(t) si parla di autocorrelazione, altrimenti di crosscorrelazione.
E importante osservare che la correlazione non gode della proprieta commutativa

Proprieta della correlazione

z(t) © y(t) = x(t) *y(—t)

Fla(t) ©y(t)} = X(f) - Y(f)

x(t) © x(t) 0T R..(0) = E,

| Rea(7)| < B

Ryw(7) = Ryn(—7) simmetria coniugata
Ryr(—T) = Rup(7) con x(t) reale

Densita spettrale di energia

Definizione

Sea(f) 2 |X(f)]?

Proprieta
+oo
= [ s.(paf

Ruw(7) = F 1 {S0()} Teorema di Wiener
S ) cioé [H(f)|? éla f.d.t. dell’energia

[
=
T
§R
8
[y
~—~"

Densita spettrale di energia mutua

Sey(f) = X(f)-Y(f) = F{z(t) © y(1)}
Vale la seguente uguaglianza di Parseval generalizzata:
+o00 +00 o
Bu= [ su(pdf= [ v -X(ar

Se i segnali sono ortogonali * allora si ha S,,(f)=0, cioé¢ la densita spettrale di energia mutua
é nulla e non c’é interazione tra i due segnali.

"Due segnali x(t) e y(t) si dicono ortogonali se il loro prodotto scalare

+oo
(2,) & / £(t)y* () dt

é uguale a zero.
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Segnali di potenza aperiodici

Correlazione

Dato un segnale aperiodico di potenza x(t), definiamo la correlazione nel modo seguente:

!

R,.(7) £ lim l/ x(t+7)T(t)dt

T—oo '

N

Se i segnali sono distinti, allora si parla di mutua correlazione:

T
a . L [2 _
Ry (1) = Tlgr;o T L z(t+7)y(t)dt
Proprieta
R..(0) = P,

’RII(T)‘ < Ree(0) = P,

Rio(7) = Ryu(—7) simmetria coniugata

Densita spettrale di potenza

Definizione

Sualf) 2 lim = | Xp(f)]?

T—oo 1’

con

() per |t < =
Xo(f) = Flaet)} e a(t) = P 2
0 altrove

Si prova che vale la relazione:

la quale viene utilizzata per il calcolo della S,.(f).

Proprieta
Sza(f) 20
Sez(f) = Sex(—f) con x(t) reale

/_mSm(f)df P,

0
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Densita spettrale di potenza mutua

.1
Sey(f) = Jim = Xo(f) Ya(f)
1 /%
P, = 7lim ?/ x(t)y(t)dt potenza scambiata tra z(t) e y(t)
—00 T
—3

Segnali di potenza periodici con periodo Ty

Teorema di Parseval

P:EJ:TOZ i.i |X|2
x TD . k

Autocorrelazione
To
A L [ _
Roa(7) / ot + ) E() dit

N
0%

La funzione di autocorrelazione é anch’essa periodica di periodo T.

Densita spettrale di potenza

+o00
Sex(f) £ Z | Xk 20 (f — kfo) con fy = Ti

k=—o00 0

Proprieta

F{Ryz(7)} = Spa(f) Teorema di Wiener Khintchine
Syy(f) = [H(N)I* Sea(f)

il segnale in uscita dal SLS é anch’esso periodico di periodo Tj.

Teorema del campionamento

Consideriamo un segnale x(t) strettamente limitato in banda, cioé X(f) =0 V|f|> B, allora
x(t) é completamente noto quando lo sono i valori

1

T ez T<—
x(nT) con n e con 5B

Le quantitd z(nT') sono i campioni del segnale, mentre T' ¢ il periodo di campionamento.
L’espressione del segnale z(t) ricostruito mediante i suoi campioni é:

o(t) = T2B f 2(kT) - sinc<23 (t— k:T))

k=—00

questo € lo sviluppo in serie del segnale mediante le funzioni campionatrici. La frequenza di
campionamento limite F' = 2B é la frequenza di Nyquist. Per segnali passabanda con banda
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B, f. = f. ed fy = fu, allora il segnale é completamente individuato dai campioni z(nT") se
la frequenza di campionamento é:

_ 2fM
n

F

.. . . . fM
dove n ¢ il massimo intero non superiore a T



